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Chuyên đề: Xác suất có điều kiện và ứng dụng

trong dự báo kinh tế

Chuyên đề này cung cấp một cái nhìn toàn diện về xác suất có điều kiện, từ các

định nghĩa và công thức cơ bản đến các ứng dụng quan trọng trong lĩnh vực

kinh tế. Việc nắm vững kiến thức này không chỉ giúp học sinh giải quyết các bài

toán trong chương trình mà còn mở ra một hướng tiếp cận mới để phân tích các

vấn đề thực tiễn.

Phần 1: Lý thuyết cơ bản về xác suất có điều kiện

1. Định nghĩa xác suất có điều kiện

Xác suất có điều kiện là một khái niệm nền tảng, cho phép chúng ta cập nhật

xác suất của một sự kiện khi có thêm thông tin về một sự kiện khác đã xảy ra.

a. Khái niệm

Xác suất của biến cố A, với điều kiện biến cố B đã xảy ra, được gọi là xác suất

có điều kiện của A khi B xảy ra. Ký hiệu là P(A|B).

b. Công thức

Công thức tính xác suất có điều kiện của biến cố A khi biết biến cố B đã xảy ra

là: P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B), với điều kiện P(B) > 0.

P(A|B): Xác suất xảy ra A, khi biết B đã xảy ra.

P(A ∩ B): Xác suất xảy ra đồng thời cả A và B.
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P(B): Xác suất xảy ra B.

c. Ví dụ minh họa

1. Ví dụ 1: Gieo một con súc sắc cân đối. Gọi A là biến cố "Mặt xuất hiện có số

chấm là 4", B là biến cố "Mặt xuất hiện có số chấm là chẵn". Tính P(A|B).

Giải:

Không gian mẫu Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

B = {2, 4, 6} → P(B) = 3/6 = 1/2.

A ∩ B là biến cố "Mặt xuất hiện là 4 và là số chẵn", tức là A ∩ B = {4}. → P(A

∩ B) = 1/6.

Vậy, xác suất để mặt 4 chấm xuất hiện, biết rằng mặt xuất hiện là chẵn, là:

P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B) = (1/6) / (1/2) = 1/3.

2. Ví dụ 2: Một lớp học có 30 học sinh, trong đó có 10 học sinh giỏi Toán, 8 học

sinh giỏi Lý, và 3 học sinh giỏi cả Toán và Lý. Chọn ngẫu nhiên một học sinh.

Tính xác suất học sinh đó giỏi Toán, biết rằng học sinh đó giỏi Lý.

Giải:

Gọi A là biến cố "Học sinh được chọn giỏi Toán".

Gọi B là biến cố "Học sinh được chọn giỏi Lý".

Ta cần tính P(A|B).

P(B) = 8/30.

P(A ∩ B) = 3/30 (xác suất học sinh giỏi cả hai môn).

P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B) = (3/30) / (8/30) = 3/8.
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2. Quy tắc nhân xác suất

Từ công thức xác suất có điều kiện, ta có thể suy ra quy tắc tính xác suất của

giao hai biến cố.

a. Công thức

P(A ∩ B) = P(B) * P(A|B) = P(A) * P(B|A)

Trường hợp đặc biệt: Nếu A và B là hai biến cố độc lập (việc xảy ra của biến cố

này không ảnh hưởng đến xác suất xảy ra của biến cố kia), thì P(A|B) = P(A).

Khi đó, công thức trở thành: P(A ∩ B) = P(A) * P(B).

b. Ví dụ minh họa

1. Ví dụ 1 (Phụ thuộc): Một hộp có 5 bi xanh và 3 bi đỏ. Lấy ngẫu nhiên lần

lượt 2 bi không hoàn lại. Tính xác suất cả hai bi lấy ra đều là bi xanh.

Giải:

Gọi A là biến cố "Bi thứ nhất là bi xanh". P(A) = 5/8.

Gọi B là biến cố "Bi thứ hai là bi xanh".

Ta cần tính P(A ∩ B).

Xác suất lấy được bi thứ hai màu xanh, biết bi thứ nhất đã là màu xanh, là

P(B|A) = 4/7 (vì còn lại 4 bi xanh trong tổng số 7 bi).

Áp dụng quy tắc nhân: P(A ∩ B) = P(A) * P(B|A) = (5/8) * (4/7) = 20/56 =

5/14.

2. Ví dụ 2 (Độc lập): Gieo một đồng xu và một con súc sắc. Tính xác suất

đồng xu ra mặt sấp và súc sắc ra mặt 6 chấm.

Giải:

Gọi A là biến cố "Đồng xu ra mặt sấp". P(A) = 1/2.
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Gọi B là biến cố "Súc sắc ra mặt 6 chấm". P(B) = 1/6.

Vì hai biến cố này độc lập, ta có: P(A ∩ B) = P(A) * P(B) = (1/2) * (1/6) = 1/12.

3. Công thức xác suất toàn phần

Công thức này dùng để tính xác suất của một biến cố A thông qua xác suất của

A trong các trường hợp (điều kiện) khác nhau, tạo nên một hệ đầy đủ.

a. Khái niệm hệ đầy đủ

Một nhóm các biến cố {B1, B2, ..., Bn} được gọi là một hệ đầy đủ nếu chúng

xung khắc từng đôi một (Bi ∩ Bj = ∅ với i ≠ j) và hợp của chúng bằng không

gian mẫu (B1 ∪ B2 ∪ ... ∪ Bn = Ω).

b. Công thức

Cho {B1, B2, ..., Bn} là một hệ đầy đủ các biến cố. Khi đó, với mọi biến cố A, ta

có: P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + ... + P(Bn)P(A|Bn) = Σ

P(Bi)P(A|Bi)

c. Ví dụ minh họa

1. Ví dụ 1: Một nhà máy có 3 phân xưởng I, II, III sản xuất cùng một loại sản

phẩm. Phân xưởng I sản xuất 30%, phân xưởng II sản xuất 45%, và phân

xưởng III sản xuất 25% tổng sản phẩm. Tỷ lệ sản phẩm lỗi của mỗi phân

xưởng lần lượt là 1%, 2%, và 1.5%. Lấy ngẫu nhiên một sản phẩm của nhà

máy. Tính xác suất sản phẩm đó là phế phẩm.

Giải:

Gọi A là biến cố "Sản phẩm lấy ra là phế phẩm".

Gọi B1, B2, B3 lần lượt là biến cố "Sản phẩm thuộc phân xưởng I, II, III".
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{B1, B2, B3} là một hệ đầy đủ với P(B1)=0.3, P(B2)=0.45, P(B3)=0.25.

Ta có: P(A|B1) = 0.01, P(A|B2) = 0.02, P(A|B3) = 0.015.

Áp dụng công thức xác suất toàn phần:

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + P(B3)P(A|B3)

P(A) = (0.3 * 0.01) + (0.45 * 0.02) + (0.25 * 0.015) = 0.003 + 0.009 +

0.00375 = 0.01575.

4. Công thức Bayes

Công thức Bayes là hệ quả của công thức xác suất có điều kiện và công thức

xác suất toàn phần. Nó cho phép "đảo ngược" điều kiện: từ P(A|B) tính ra

P(B|A), giúp cập nhật niềm tin về một giả thuyết khi có bằng chứng mới.

a. Công thức

Cho {B1, B2, ..., Bn} là một hệ đầy đủ các biến cố và A là một biến cố bất kỳ.

Khi đó: P(Bk|A) = [P(Bk) * P(A|Bk)] / P(A) = [P(Bk) * P(A|Bk)] / [Σ

P(Bi)P(A|Bi)]

b. Ví dụ minh họa

1. Ví dụ 1: (Tiếp theo ví dụ 1 ở mục 3) Giả sử lấy được một phế phẩm. Tính xác

suất phế phẩm đó do phân xưởng II sản xuất.

Giải:

Ta cần tính P(B2|A).

Ta đã có P(A) = 0.01575, P(B2) = 0.45, P(A|B2) = 0.02.

Áp dụng công thức Bayes:

P(B2|A) = [P(B2) * P(A|B2)] / P(A) = (0.45 * 0.02) / 0.01575 = 0.009 / 0.01575

≈ 0.5714.
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Vậy, nếu gặp một phế phẩm, khả năng cao nó đến từ phân xưởng II (khoảng

57.14%).

Phần 2: Ứng dụng của xác suất có điều kiện trong dự báo

kinh tế

Kinh tế học và tài chính là những lĩnh vực đầy rẫy sự không chắc chắn. Xác suất

có điều kiện cung cấp một bộ công cụ mạnh mẽ để lượng hóa rủi ro, đưa ra dự

báo và hỗ trợ ra quyết định.

5. Phân tích rủi ro tín dụng

Các ngân hàng và tổ chức tài chính sử dụng mô hình xác suất để đánh giá khả

năng khách hàng không trả được nợ (vỡ nợ).

a. Bối cảnh

Khi một khách hàng nộp đơn vay vốn, ngân hàng cần quyết định có nên cho

vay hay không. Quyết định này dựa trên việc ước tính xác suất vỡ nợ của khách

hàng, dựa trên các thông tin như lịch sử tín dụng, thu nhập, độ tuổi, v.v.

b. Ứng dụng công thức Bayes

Công thức Bayes giúp cập nhật xác suất vỡ nợ của một khách hàng khi có thêm

thông tin mới. Ví dụ, xác suất một khách hàng vỡ nợ là P(Vỡ nợ). Nếu biết thêm

thông tin khách hàng này có "Lịch sử tín dụng xấu", ta có thể tính xác suất mới

là P(Vỡ nợ | Lịch sử tín dụng xấu).
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c. Ví dụ minh họa

Một ngân hàng thống kê rằng tỷ lệ khách hàng vỡ nợ là 5% (P(Vỡ nợ) = 0.05).

Trong số những người vỡ nợ, 70% có thu nhập thấp (P(Thu nhập thấp | Vỡ nợ) =

0.7). Trong số những người không vỡ nợ, chỉ 20% có thu nhập thấp (P(Thu nhập

thấp | Không vỡ nợ) = 0.2). Một khách hàng mới có thu nhập thấp đến vay. Tính

xác suất người này sẽ vỡ nợ.

Giải:

Ta cần tính P(Vỡ nợ | Thu nhập thấp).

Áp dụng công thức Bayes:

P(Vỡ nợ | Thu nhập thấp) = [P(Vỡ nợ) * P(Thu nhập thấp | Vỡ nợ)] / P(Thu nhập

thấp).

Trước hết, tính P(Thu nhập thấp) bằng công thức xác suất toàn phần:

P(Thu nhập thấp) = P(Vỡ nợ)P(Thu nhập thấp | Vỡ nợ) + P(Không vỡ nợ)P(Thu

nhập thấp | Không vỡ nợ)

P(Thu nhập thấp) = (0.05 * 0.7) + (0.95 * 0.2) = 0.035 + 0.19 = 0.225.

Bây giờ, tính xác suất cần tìm:

P(Vỡ nợ | Thu nhập thấp) = (0.05 * 0.7) / 0.225 = 0.035 / 0.225 ≈ 0.1556.

Vậy, xác suất vỡ nợ của khách hàng này đã tăng từ 5% lên khoảng 15.6% sau

khi biết thông tin về thu nhập thấp.

6. Dự báo thị trường chứng khoán

Nhà đầu tư luôn muốn dự đoán xu hướng của thị trường (tăng, giảm, đi ngang)

dựa trên các tin tức kinh tế vĩ mô.
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a. Bối cảnh

Các tin tức như lạm phát, lãi suất, tăng trưởng GDP, tỷ lệ thất nghiệp có ảnh

hưởng lớn đến giá cổ phiếu. Xác suất có điều kiện giúp lượng hóa mối quan hệ

này.

b. Ứng dụng xác suất có điều kiện

Nhà phân tích có thể xây dựng mô hình dựa trên dữ liệu lịch sử để tính các xác

suất như P(Thị trường tăng | Lạm phát giảm) hay P(Thị trường giảm | Lãi suất

tăng).

c. Ví dụ minh họa

Dữ liệu lịch sử cho thấy:

- Xác suất thị trường chứng khoán tăng trong một tháng là 60% (P(Tăng) = 0.6).

- Nếu Cục Dự trữ Liên bang (FED) cắt giảm lãi suất, xác suất thị trường tăng là

80% (P(Tăng | Cắt giảm LS) = 0.8).

- Nếu FED tăng lãi suất, xác suất thị trường tăng chỉ là 30% (P(Tăng | Tăng LS)

= 0.3).

Hôm nay, FED thông báo cắt giảm lãi suất. Dựa vào thông tin này, nhà đầu tư

có thể cập nhật kỳ vọng của mình rằng khả năng thị trường tăng là 80%, cao

hơn nhiều so với mức trung bình 60%.
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Phần 3: Bài tập vận dụng

Bài 1:

Trong một kỳ thi, có 60% thí sinh học bài và 40% không học bài. Nếu học bài,

xác suất thi đỗ là 95%. Nếu không học bài, xác suất thi đỗ chỉ là 20%.

a) Chọn ngẫu nhiên một thí sinh, tính xác suất thí sinh đó thi đỗ.

b) Giả sử thí sinh đó đã thi đỗ. Tính xác suất thí sinh đó có học bài.

Gợi ý giải:

a) Dùng công thức xác suất toàn phần.

Gọi A: "Thí sinh thi đỗ", B1: "Thí sinh học bài", B2: "Thí sinh không học bài".

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) = (0.6 * 0.95) + (0.4 * 0.2) = 0.57 + 0.08 =

0.65.

b) Dùng công thức Bayes. Tính P(B1|A).

P(B1|A) = [P(B1)P(A|B1)] / P(A) = (0.6 * 0.95) / 0.65 ≈ 0.877.

Bài 2:

Một công ty bảo hiểm phân loại khách hàng thành 3 nhóm: rủi ro thấp, rủi ro

trung bình, và rủi ro cao. Tỷ lệ khách hàng trong các nhóm này lần lượt là 70%,

20%, và 10%. Xác suất xảy ra tai nạn trong một năm của mỗi nhóm lần lượt là

1%, 5%, và 10%.

a) Tính tỷ lệ khách hàng gặp tai nạn trong một năm.

b) Nếu một khách hàng báo cáo tai nạn, tính xác suất người đó thuộc nhóm rủi

ro cao.
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Gợi ý giải:

a) Dùng công thức xác suất toàn phần. Kết quả: P(Tai nạn) = 0.027.

b) Dùng công thức Bayes để tính P(Rủi ro cao | Tai nạn). Kết quả: P(Rủi ro cao |

Tai nạn) ≈ 0.37.
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