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Tong hop cdc dang bai todn cuc tri sé phuc
(Phuong phap hinh hoc)

Phuong phap hinh hoc la mdt cong cu manh mé dé gidi quyét cac bai todn tim
gid tri 16n nhat (Max) va gid tri nho nhat (Min) lién quan dén moé-dun cla so
phic. Y tudng cét 18i 1a chuy&n d6i mot bai todn dai s6 vé s6 phidc thanh mét

bai todn hinh hoc trong mat phang toa dé Oxy.

I. Kién thuc nén tang

Moi s6é phirc z = x + vi (Véi x, y € R) dugc bi€u dién bédi mdt diEm M(x; y)

trén mat phang toa d6 Oxy.

M6-dun cla s6 phuc z, ky hiéula |z|, chinh la khoang cach tur géc toa do O

dén diém bi€u dién M: |z]| = OM = V(X2 + y?).

Khodng cach gilra hai di€ém M1 va M2 bi€u dién hai s6 phic z1 va z2 1a: MiM:2
= |Z1 - Zz|.

Il. Cac dang bai toan thuong gap

Dang 1: Tap hop diém biéu dién 1a PUONG THANG

Day la dang bai todn ma diém M bi€u dién s6 phic z di chuyén trén mot duong

thang c6 dinh.

Dau hiéu nhan biét: Biéu thiic cd dang |z - z1] = |z - z2|.
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Giai thich: Goi M, A, B |an luot la cac diém bi€u dién s6é phic z, z1, z2. Khi d6,
bi€u thirc |z - z1| = |z - z2| tuong duong véi MA = MB. Tap hop cac diém M céach
déu hai diém A, B ¢6 dinh 1a dudng trung truc clia doan thang AB.

Bai todan: Tim gia tri nhé nhat cia P = |z - zo|.

Phuong phap:

1. Xac dinh dudng thang (d) Ia tap hgp céc diém M biéu dién z.

2. Xac dinh diém K biéu dién sé phuc zo.

3. Bai toan tré thanh tim diém M trén (d) sao cho khodng cach MK nhé nhat.

4. Gia tri nhé nhat ctia MK chinh la khoang cach tir diém K dén duong thang (d):
min(MK) = d(K, d). Gia tri nay dat dugc khi M la hinh chiéu vuéng gdc cua

K 1én (d).
Vi du minh hoa:
Vi du 1: Trong cac sbé phic z théa man diéu kién |z - 2 - 4i| = |z - 2i|, tim sb
phic c6 mo-dun nhd nhat.
Phéan tich:
e Goi M(x; y) la diém biéu dién so phc z.
e Goi A(2; 4) biéu dién z1 = 2 + 4i va B(0; 2) biéu dién z2 = 2i.
o DiUkién |z - (2 + 4i)| = |z - 2i| trd thanh MA = MB.
e Vay M nam trén dudng trung truc (d) clia doan thang AB.

e Phuong trinh dudng thang (d): Trung diém | ctia AB la I(1; 3). Véc-ta AB = (-2;

-2), nén (d) c6 véc-to phép tuyén n = (1; 1). Phuong trinh (d): 1(x-1) + 1(y-3)
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=0ex+y-4=0.

e Bai todn yéu cau tim |z| nhd nhat, tdc la tim min(OM). Day la khoang cach tu

gdc toa dd O(0; 0) dén dudng thang (d).

e min|z| = d(0, d) = [0 + 0 - 4| / V(12 + 12) = 4/V2 = 2V2.

Vi du 2: Cho s6 phtc z théda man |z + 1| = |z + i|. Tim gia tri nhd nhat cda P =

|z - 2 + 3il.
Phén tich:

Goi M(x; y) la di€ém biéu dién z. Diéu kién |z - (-1)| =z - (-i)] cho thdy M nam

trén dudng trung truc (d) cda doan AB véi A(-1; 0) va B(0; -1).

Trung di€ém cla AB la I(-1/2; -1/2). Véc-toAB = (1; -1). (d) cé phuong trinh:

1Xx+1/2) -1y +1/2) =0 e x -y = 0.

Bai todn yéu cau tim min(P) = min|z - (2 - 3i)].

Goi K(2; -3) la diém biéu dién sé phitc.zo = 2 - 3i.

Ta can tim min(MK) vai M € (d).

min(P) = d(K, d) = |2 - (-3)] / V(12 + (-1)?) = 5/v2.
Dang 2: Tap hop diém biéu dién la PUONG TRON

Pay la dang bai todn ma diém M biéu dién sé phic z di chuyén trén mot duong

tron co dinh.

Dau hiéu nhan biét: Bi€u thiic c6 dang |z - ze|] = R (v4i R > 0).
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Giai thich: Goi M la diém bi€u dién z va | la diém biéu dién zo. Bi€u thirc |z - zo
= R tuong duong véi IM = R. Tap hop cac diém M la duong tron (C) tam |, ban
kinh R.

Bai todn: Tim gi tri I6n nhat, nhd nhat cta P = |z - z|.

Phuong phap:

1. Xac dinh tdm | va ban kinh R cla duong tron (C) tu phuong trinh |z - zo| = R.
2. Xac dinh diém K biéu dién s6 phic za.

3. Bai toan tré thanh tim M € (C) sao cho MK I6n nhat, nhé nhat.

4. S dung bat dang thidc tam gidc trong hinh hoc: |IK - R| = MK =< IK + R,

5. Gia tri Iédn nhat: max(MK) = IK + R. Dat dugc khi M, I, K thang hang va |

nam gitra M, K.
6. Gia tri nhé nhat: min(MK) = |IK - R|. Dat dugc khi M, |, K thang hang va M
nam gitta I, K hodc K nam gilra I, M.
Vi du minh hoa:
Vi du 1: Cho sO phic z thda man |z - 3 - 4i| = 2. Tim gid tri I6n nhat va nhd
nhat cua |z|.
Phéan tich:
e Goi M la diém bi€u dién z. Diéu kién |z - (3 + 4i)| = 2 cho thay M thubc dudng
tron (C) tam I(3; 4), ban kinh R = 2.
e Bai todn yéu cau tim max|z| va min|z|, tic 1a max(OM) va min(OM). O day,

di€ém K trung vai gbc toa do O(0; 0).
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e Tinh khoang cach Ol: Ol = V(32 + 42?) = 5.
e Ap dung cong thuc:

e max|z| = max(OM) =0l + R=5 + 2

I
N

I
w

e min|z| = min(OM) = |Ol - R| = |5 - 2|
Vi du 2: Cho s6 phic z théda man [(1+i)z + 1 - 7i] = v2. Tim gié tri Ién nhat cda
|z-1].

Phéan tich:

e Ta can dua diéu kién vé dang chuan |z - zo| = R.

o [(1+i)z + 1-7i] =v2 e [(1+i)(z + (1-7)/(1+i)] = V2.

o (1-7i)/(1+i) = (1-7i)(1-i) / ((L+i)(1-i)) = (1 -i-7i+ 7i?)/]2 = (-6 - 8i)/2 = -3 - 4.
e Vay, [1+i|*|z-3-4i|=V2 e V2 *|z-3-4i|=v2 & |z- 3 - 4i| = 1.

e Diém M biéu dién z thubéc duong tron (C) tam I(3; 4), ban kinh R = 1.

e Bai todn yéu cau tim max|z-1|. Goi K(1; 0) la diém biéu dién sé phic z1 = 1.

e Ta can tim max(MK). Khodng cach IK = v((3-1)2 + (4-0)2) = V(22 + 42) = V20
= 2V5.

e max|z-1| = max(MK) = IK + R = 2V5 + 1.
Dang 3: Tap hop di€ém bi€u dién 1a PUONG ELIP
Dang toan nay it phé bién hon nhung van xuét hién trong cac dé thi.

Dau hiéu nhan biét: Bi€u thiic c6 dang |z - z1| + |z - 22| = 2a, V4di |z1 - 22 2a.
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Giai thich: Goi M la diém biéu dién z, F1 va Fz la cac diém biéu dién z1 va za.
Bi€u thuc trén tuong duong véi MF1 + MF2 = 2a. Day la dinh nghia cla duong

elip (E) c6 hai tiéu diém la F1, F2 va do dai truc 16n bang 2a.
Bai toan: Tim gié tri I6n nhat, nhdé nhat caa |z|.

Phuong phap:

1. X4c dinh cac tiéu diém Fi1, F2 va do dai truc 16n 2a.

2. Viét phuong trinh chinh tac cua elip. Dat 2c = FiF2. Ta c6'b? = a2 - c2. Phuong

trinh elip (néu tam 0): x?/a2 + y?/b? = 1.
3. Bai todn tré thanh tim M € (E) sao cho OM Ién nhat, nhd nhat.

4. Néu tam elip la 0(0;0):

e max|z| = max(OM) = a (doé dai ntra truc Ién).
e min|z| = min(OM) = b (d0 dai nla truc bé).
Vi du minh hoa:
Vi du 1: Cho s6 phirc z thda man |z - 3| + |z + 3| = 10. Tim gié tri I6n nhat va
nho nhat cda |z|.
Phéan tich:
e Goi M(x; y) biéu dién z. F1(3; 0) bi€u dién z1 = 3 va Fz2(-3; 0) bi€u dién z2 = -3.
e Diéu kién la MF1 + MF2 = 10. Day la elip (E) c6 tiéu diém Fa, Fa.
e Taco:2a=10=a =5.

e Khoang cach gilra hai tiéu diém FiF2 = [3-(-3)| = 6. Vay 2c =6 = c = 3.
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e Vi F1, F2 nam trén Ox va déi xirng qua O nén tam elip la O(0; 0).
e DO dai ntra truc bé: b = V(a2 - c?) = V(52 - 32) = V16 = 4.

e Tap hop diém M la elip (E): x2/25 + y?/16 = 1.

e max|z| = a = 5. (Khi M la dinh (5;0) hoac (-5;0)).

e min|z| = b = 4. (Khi M la dinh (0;4) hoac (0;-4)).
I1l. BAng téng hop cac tap hop di€m

Phuong trinh so

Tap hop diém M(2) Ghi chu

phtc

buodng trung truc cua i
|z - z1| = |z - 22| A, B la diém biéu dién z1, za.
doan thang AB

buong tron tam |, ban

|z - zo| =R | la diém biéu dién zo.
kinh R

|z - 21| + |z - 22| Tiéu diém Fi1, F2 bi€u dién z1,
buong Elip

= 2a z2. Truc Ién 2a.

||z - za] - |z - Z2|] Tiéu diém Fi1, F2 bi€u dién z1,
buong Hypebol

= 2a Z2. Truc thuc 2a.
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